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UNE CARACTfiRISATION DIFFGRENTIELLE 
DES POINTS DE WEIERSTRA(S G6N6RALISl% 
D’UNE SURFACE DE RIEMANN 
COMPACTE DE GENRE g 2 2 
Par Franck LEPRhVOST 
ABSTRACT. - We show that the set S[ll] of the WeierstraB points of order 11, associated to the linear system 
IrlK\ (, where K.7 is a canonical divisor on a compact Riemann surface S of genus !/ 2 2, coincides with the 
zeros of the canonical representant of the first Chem class of a holomorphic line bundle, Hermitian for a metric 
induced by the canonical hermitian jacobian metric on S. This result extends to the case of the WeierstraB points 
associated to a complete linear system without fixed points. 
RI%LIM~~. - Nous montrons que I’ensemble S[n] des points de WeierstraS d’ordre 71 associ&s au systkme IinCaire 
lrsK\ 1, ofi K,s est un diviseur canonique sur une surface de Riemann compacte S de genre 9 2 2, coTncide avec 
lea Eros du repksentant canonique de la premikre classe de Chern d’un fib@ en droites holomorphe et hermitien 
pour une m6trique induite par la mttrique canonique jacobienne de 5’. Ce rCsu1tat s’etend au cas des points de 
Weierstral3 associks ti un syst&me lintaire complet saris points fixes. 
Introduction 
Soit S une surface de Riemann compacte, de genre 9 > 2, munie de sa mCtrique 
hermitienne canonique, dite jacobienne (CT [3]) et K,y un diviseur canonique. Nous 
montrons dans cet article que les ClCments de l’ensemble S[TL] des points de WeierstraB 
d’ordre un entier r~ > 1 associks au systkme linkaire Inhis/ (c$ [l]) sont exactement 
ies points annulant le reprksentant canonique de la premikre classe de Chern d’un fibri 
en droites holomorphe et hermitien pour une mktrique dkduite de la mktrique jacobienne 
sur S. Ce resultat, qui s’Ctend au cas gCnCra1 des points de WeierstraB associks g un 
systkme linkaire IG’J complet et saris points fixes (c$ [l]), fournit done une interprktation 
en termes diffkrentiels des points de S[T~] qui constituent, selon Mumford (@ [5], p. 1 l), 
l’analogue, pour les courbes de genre ~1 2 2, de l’ensemble E[TI,] des points d’ordre ~1 
d’une courbe elliptique E. 
Remarque. - Le cas ~1 = 1 a dkjA CtC CtudiC : une telle caractkisation est itablie dans [4] 
pour les points de WeierstraD hyperelliptiques, ce qui correspond B T’ = 2 dans les notations 
suivantes et mentionnCe saris dkmonstration dans [6], p. 731 pour les autres valeurs de T. 
Nous fournissons done ici une preuve d’un resultat plus gCn&al que celui signal6 dans [6]. 
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Dorenavant r~ designe un entier > 1 fix6 La plupart des objets definis dans cet article 
dependent de n. Cependant, le contexte excluant toute ambiguite, nous omettrons, pour 
alleger les notations, de signaler indiciellement cette dependance. 
Fixons quelques notations. Pour tout diviseur D, notons fZ( D) = {p : (p)+ D > 0) U { 0) 
et b(D) sa dimension. En particulier. on definit l’entier rl comme Cgal a I(Y~,KS). 
Pour tout entier s 2 0 et toute fonction holomorphe f, notons 8 f = tij 
et. si fI, . , fd sont cl fonctions holomorphes, designons par i)‘f(z) le vecteur 
(dif,(z). . ,8f,,(z)). 
Soient (w~....:w,i) une basede E = H”(S,K;l) et (wi,....tip) la base dualede E*. 
Dans une coordonnee locale holomorphe “2” centree en un point 11 E 5’ on considere. 
pour 0 5 TI 5 n! le sous-espace 
K(p) c E* 
engendre par les % vecteurs dont les composantes, dans la base duale qui precede, sent 
donnees respectivement par les colonnes : (f(z). ti’f(z). . , W’f(z)). On convient entin 
que Vo(p) = (0). 11 est a la fois aise et classique de voir que les sous-espaces V, (p) c E* 
ne dependent pas des objets auxiliaires utilises ici pour les dehnir. 
Rappelons que le plongement S + P(E*) defini par le fibre ample Kg est classiquement 
non-dCgCnQ6 au sens de [2]. Cela implique en particulier que, pour 0 5 ,/, 2 d, le sous- 
espace Vi(p) est de dimension % pour tous les points de S sauf un nombre fini d’entre eux. 
Sur le complementaire de ces points, la transformation 
s - G(i. E”) 
P- r;;(P) 
est une transformation holomorphe a valeurs dans la Grassmanienne G(i, E”) des 
sous-espaces de dimension i de E*. 
Une expression locale de cette transformation montre qu’elle definit en fait une 
application mtromorphe entre varietes analytiques complexes compactes 
S -% G(i. E*). 
Le fait bien connu que le lieu d’indetermination d’une telle application soit de codimension 
> 2 montre qu’en fait 
S % G(i: E*) 
est une application holomorphe. 
Dorenavant, S sera supposee munie de sa metrique hermitienne canonique h (CL [3], 
[4]), dite jacobienne, telle que, si wr. . . . w4 designe une base orthonormale de H”(S, KS) 
alors, si 7~~71 E T,,(S), l’on ait 
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Cette metrique canonique permet de definir une metrique hermitienne canonique sur le 
fibre holomorphe globalement trivial 
G(i. E*) x E*: 
ainsi done que sur le sous-fibre tautologique 
U, ~-i G(,i, E*) x E* 
de rang %. 
On considerera desormais sur S le fibre (holomorphe de rang a) “image reciproque” 
i?; defini par 
avec la metrique “image reciproque” (observons que El = TS”). 
Enfin, on considere sur S le fibre determinantiel F, defini par 
F, = A’ E,. 
avec la metrique hermitienne qui provient naturellement de toutes celles qui precedent et 
de la norme ]].]I q ui 1 ui est naturellement associee. Avec cette definition et les notations 
qui precedent, on designera par G, la quantite 
Il.f(a) A df(z) A.. . A iF’f(z)ll’ 
uniquement definie localement et qui depend du choix auxiliaire d’une carte holomorphe 
locale. Toutefois si, en un point y E S, le sous-espace V~.(JI) est de dimension k, il en est 
de mCme en son voisinage et le representant canonique de la premiere classe de Chern 
cl (Fk) y est alors don& par 
On rappelle alors la formule suivante ([2], p. 269) utilisee dans un autre contexte 
(demonstration des formules infinitesimales de Plucker) : 
PROPOSITION 1. - Avec l’hypothdse pre’ckdente, on a la formule 
Par ailleurs, en un point ge’ne’rique de S, l’annulation a l’ordre cl d’une section globale 
‘~9 E H”(S, Kz) implique l’annulation partout de la dite section globale w. Ceci permet de 
voir qu’il existe d sections globales wk (1 5 k: 5 d) qui s’annulent chacune respectivement 
exactement a l’ordre k: - 1 en un tel point. Par contre, en un nombre fini de points, 
precisement appeles points de WeierstraJ?, cette propriete est mise en defaut, ce qui signifie 
qu’en un point de Weierstralj Jo E S, il existe un entier 1‘ (1 < T 5 d) pour lequel 
0. . . . T - 2 soient les ordres d’annulation possibles en p pour les sections globales du fibre 
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holomorphe Kg, mais tel que, en revanche. 7’ - I ne soit pas, pour ces objets, LIII ordre 
d’annulation possible en p E S. On dit que 7’ est lu plus petite non lacuw pour le point 
de WeierstraS 11. II est alors aid de voir que T est le plus petit entier compris entre 1 ct tl 
pour lequel G, (11) = 0 (et done aussi le plus petit i tel que tlirrlc~(p) # i). Le systkme 
1inCaire I~lh’sl Ctant saris point base. 1’ 2 2. On a alors la proposition : 
PROPOSITION 2. - Soit S une .swfucr de Kiemann compacte de genre 2 2 et, pour II, et done 
d comme ci-dessus, conside’rons Ies jib&s FA, aver la me’trique hermitienne ‘jjacobiennc “. 
Alors pour un point ~1 E S les conditions suivantes smnt 6quivulentes 
(i) y est un point de WeierstraJ admettant r (2 5 7’ < d) cornme plus petite non lacune, 
(ii) la courbure hermitienne (ou, si l’on prt!f;re. le reprisentant canonique de la premigt-e 
classe de Chern) des jib&s en droites complexes F;. . . F: -2 est non nulle en 11, alors 
que celle de F-1 y est nulle. 
En effet, la Proposition I montre que (ii) est iquivalente 2 la non-annulation de 
Gl.. . Gpl en 1) combinCe 2 G,.(it)). ce qui Ctablit le rCsultat. 
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